EGY CRAMER - FELE GORBE
Hajdu Endre

Egy R sugaru félkorbe irt r = R/2 sugaru kor kozos szimmetriatengelye a két
alakzat kdzéppontjait 6sszekotd egyenes (1. abra). A félkort hatarold szakasszal
parhuzamos valamely egyenes €s a két gorbe kozds pontjai legyenek A és B. Az
A pontot B-re tiikrzve nyert pont P. Ha az A pont befutja a félkor vonalat, akkor
P egy szimmetrikus g gorbét ir le. Ezt a gorbét ismerteti a jelen dolgozat.
Egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban csak a gorbe felét értjiik g-n.

1. dbra

K pont: g €s a szimmetriatengely kozos pontja. Mivel az imént latott pont-
transzformacio olyan, hogy a szimmetriatengely Kis korbe es6 pontjainak a
megfeleldi egy O, kdzéppontl, a = 2r , b = r adatokkal rendelkez6 ellipszist
alkotnak (2. abra), K- nak k;- re es6 megfeleldje ez utobbi kor €s az ellipszis
kodz6s pontja.

2. abra

E pont szerkesztése azt az ismert ellipszistulajdonsagot akndzza ki, hogy e gorbe
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egy a+b hosszisagu mozgo szakasz egy pontjanak palyagorbéje, ha a szakasz
végpontjai az ellipszis tengely-egyenesein mozognak. Az O; kézéppontu, a+b
sugara koriv és az ellipszis nagytengely egyenesének metszéspontja az emlitett
mozgd szakasz masik végpontja, az ettdl b = r tavolsagra a K; pont az, melynek
birtokaban K kijeldlhetd.

A masik nevezetes pont, a g gorbe és a k, kor M metszéspontja hasonlé moédon
szerkeszthetd, mint K, de meghatarozasara a késébbiekben keriil sor, szamitas-
sal.

A tovabbiakban a gorbe szarmaztatasahoz hasznalt félkor sugarat az egysze-
riség kedvéért egységnyinek vessziik, s tovabbra is csak ¢ egyik 4garol esik
majd sz6. A 3. dbran a nagy kor egyenlete

x* +y® =1. A P pont koordinatai x;v1-x*—2d.Mivel a kis kor egyenlete
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kiilonbsége d =v1-x* —v/x—x, ezért g egyenlete y =2y/x— x> —\1-x .

2
(x—lj +y? = 1, y =+x—x?, ad tavolsag a P;P, pontok y koordinatainak
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3. abra

A gorbe M pontjanak koordinataja kiszamitasakor figyelembe veendd, hogy a
kis kor also részének egyenlete a felsd rész egyenletének negativja, ezért



—Jx=x? =2Jx—=x* —\1-x?,amibdl a 8x*> —9x+1=0 egyenlet adodik, melynek
gyokei x;= 0,125 és x, = 1. Az X; értéket a kis kor egyenletébe helyettesitve az
M pont koordinatai (0,125; ~ — 0,3307).

Erintészerkesztés

A g gorbe érintdjének szerkesztése meglepden egyszerli; ugyanis a gorbe
valamely P pontjanak, valamint P; P, megfeleldinek a g,k; és k; korokhoz
tartozo érint6i egy pontban metszik egymast, s az utobbi két kor érintdje, s igy
metszéspontjuk is konnyen eldallithato (4. abra). Magyarazat: két egymassal
parhuzamos szakasz, mint KK; és PP , melyeket egy-egy pont azonos 0szto -
viszony szerint valaszt el (felez), mint K; ill. P,, perspektiv helyzetben van,
melynek centruma a megfeleld pontparokat 6sszekoto egyenesek kozos S pontja.
Példaképp a gorbe K pontjaban szerkesztjiik meg az érintét.

Ha P; —»>K; és P, —>K,, akkor az 6sszekotd egyeneseik hatarhelyzetei a Ky és kj
korok érintdi, (melyek metszéspontja az S pont S* hatarhelyzete), csaktigy, mint
a PK egyenes hatarhelyzete a g gorbe K-beli KS* érintdje.

4. abra

A gorbe maximum-pontjanak meghatarozasahoz €s a tovabbiakban esedékes



szamitasokhoz sziikséges derivaltak az alabbiak:

—2\/x—x2—(1—2x)ﬁ Jox? o x—2
' 1-2x X " 2‘\/)(—X2 2 1—X2

= + , -
Ix=x2  J1-x? y X —x? 1—x2

Az els6 derivaltat zérussal egyenlévé téve és mindkét oldalt négyzetre emelve
(1-2x)*(1—x*) = x*(x—x?), melybdl az x* + x® + x* — % X +% =0 egyenlet adodik.

Ennek a negyedfoku egyenletnek az egyik, harom tizedesig pontos kozelitd
értéke x ~ 0,742, a hozza tartozé fiiggvényérték y ~0,2046. Ezek a koordinatak a

g gorbe ,,legfelsd” pontjanak helyét jelolik ki.

Simulokorok

Simulokor a T tengelypontban: ebben a pontban az elsé derivalt értéke«, a ma-
sodik derivalt 0, a hatarérték meghatarozasara a kdvetkezd megoldas tiinik
alkalmasnak: a g gorbe szimmetriajabol kovetkezoleg a T - beli simulokor
kozéppontja az X tengelyen van, a gorbe valamely P pontjanak és a T pontnak
felez6 merdlegese jeldli ki a simulokor kézéppontjat, ha P—T , pontosabban: a
felezé merdleges ¢és az X tengely k6zos N pontjanak hatdrhelyzete a keresett O
pont a simulokor kozéppontja, a gorbiileti sugar p,. Az 5. abra jeloléseivel

b z , - . . a’+b?
= A nem részletezett rovid szamitas szerint R =

Ja?+p? R 2a
2’ =(1-x)?=1-2x+x* b>=(2Vx—x2 =V1-x> P =1+4x-5x> —4J/x—x*> = x* +x*.
2a=2(1—x)

5. dbra

Ha x —1 az alabbi hatarértek szdmitasban, akkor a T-beli simulokor sugara



» im & D i1 2x X +14+4x-5x% —4x—x2 —x° +x*
.= = .

2a 2(1-x)

A négyzetgyok jel alatti kifejezés atalakithato (1-x),/x(1+ x) alakura, s végil
(1 — x)-szel egyszertsitve p, =lim2((x + %) —/x@+x) )
pr =0172.

A masik kiszemelt pont, melynek simulokdrét a szokasos modon hatarozzuk
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meg, a gorbe K pontja. Itt y'= + = ~1,0606.
gag pontja. Itt y \/1_1 \/_1 -5
3 9 9

A masik derivalt kelld atalakitasok utan ilyen alakot olt:
" -1 1
= + :
y 2[)((1— X)]1,5 (1_ X2)1,5
A simulokor sugaranak ismert képletébe helyettesitve
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A 6. 4dbra szemlélteti a g gorbét, annak T és K pontjahoz tartozd simulokorével.

Ennek kozelit6 értéke: y” ~ —3,5825,

Pk = P = 0,864.
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6. abra



A gorbe (0 -1/ 3) szakasza folotti ( negativ ) teriiletének abszolut értéke
egyenld a kovetkezd gorberész alatti teriilettel, mindkettére T = 0,09788 .
A gorbedarab hossza: L = 1,9139.

AT és L értekek szamitogéppel nyert adatok.

( Galgdczi Gyulanak koszonom meg szamitogépi segitségét. )

Aligha 1j gorbe a targyalt alakzat, noha nem tartozik a kozismertek kozé;
utananézve H. Wieleitner gazdag, és 120 év utan jra kiadott konyvében,
talaltam a g-vel rokon, G. Cramertdl szarmazo gorbét.
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